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0  Kurzvorstellung
Hinter obigem Titel steckt ein praxisnahes Forschungsprojekt „Aufgabenvariation als Unterrichtsgegenstand“, das an unserer Hochschule seit 1996 in Zusammenarbeit mit weiteren Hochschullehrern 
 sowie deren Mitarbeitern, mit mehreren Studienseminaren und mit zahlreichen Lehrern durchgeführt und kürzlich abgeschlossen wurde (s. Schupp 2002). In dem Projekt sollte geklärt und begründet, erprobt und bewertet werden, ob und wie unsere Schüler fremdgestellte Aufgaben eigenständig abwandeln, diese Varianten gewichten und untersuchen sowie die dabei benutzten Strategien erarbeiten und verwenden können - und warum sie dies tun sollten.

TIMSS und die Folgen (s. etwa das BLK-Modul „Weiterentwicklung der Aufgabenkultur im mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterricht“) haben die Notwendigkeit unseres Ansatzes im Nachhinein bestätigt und die Projektmaßnahmen aktualisiert. Unsere durchweg guten Erfahrungen belegen seinen Sinn und seine Durchführbarkeit.

1  Ein Beispiel

Aufgabe:  Gegeben sind zwei verschiedene Punkte P und Q. Gesucht sind alle Geraden, von denen P und Q gleichen Abstand haben.

Lösung:  Zu diesen Geraden gehören sicher die Verbindungsgerade g(P;Q) durch P und Q (Abstand 0) sowie alle deren Parallelen (Abstand = Parallelenabstand). Sodann die Mittelsenkrechte m(P;Q) der Strecke PQ. Und schließlich alle weiteren Geraden g durch den Mittelpunkt M dieser Strecke. Denn bei einer Punktspiegelung an M geht eine solche Gerade g auf sich über und P und Q vertauschen sich, weshalb dies auch die dortigen Lote auf g tun und also gleichlang sind (s. Fig.1).
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Erste Variation:  Gegeben sind drei verschiedene Punkte P,Q,R. ...

Lösung: Liegen P,Q,R auf einer Geraden, so besteht die gesuchte Menge aus dieser Geraden und allen ihren Parallelen. Bilden sie ein Dreieck, so besteht sie aus dessen drei Mittelparallelen.

Die Lösung macht deutlich, daß man bei n verschiedenen Punkten (n > 3) nur dann eine Chance hat, eine geeignete Gerade zu finden, wenn diese Punkte auf einer einzigen Geraden oder auf zwei echt parallelen Geraden liegen. Im ersten Falle hat man wieder diese Gerade selbst und alle ihre Parallelen als Lösungsgeraden, im zweiten Fall nur die zugehörige Mittelparallele.

Zweite Variation:  Gegeben sind zwei verschiedene Punkte ...

Lösung: Jetzt ist auch der Sonderfall P = Q möglich. Dann taugt jede Gerade als Lösungsgerade.

Dritte Variation:  Gegeben sind zwei verschiedene Geraden p und q. ...

Vorbemerkung:  Der Abstand zweier Geraden ist das Minimum aller Entfernungen zwischen einem Punkt der einen und einem Punkt der anderen Geraden. Einander schneidende Geraden haben demnach den Abstand 0.

Lösung: Sind p und q parallel, so ist die Mittelparallele und jede schneidende Gerade gleichabständig. Schneiden p und q einander, so ist jede Gerade durch ihren Schnittpunkt S eine Lösungsgerade, aber auch jede andere Gerade, die p und q schneidet.

Vierte Variation:  Gegeben sind zwei verschiedene Punkte P und Q. Gesucht sind alle Kreise, von denen ... .

Vorbemerkung: Der Abstand eines Punktes von einem Kreis ist das Minimum aller Entfernungen zwischen diesem Punkt und einem Punkt des Kreises.

Lösung: Aus Symmetriegründen kommt zunächst jeder Kreis in Frage, dessen Mittelpunkt auf der Mittelsenkrechte m(P;Q) liegt (mit beliebigem Radius).
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Fig.2 macht deutlich, daß auch jeder weitere Punkt M als Mittelpunkt taugt, wenn als Radius nur das arithmetische Mittel der Entfernungen von M zu P und von M zu Q genommen wird. 

Fünfte Variation:  ... Bestimme alle Geraden, deren Abstand zu P doppelt so groß ist wie der Abstand zu Q.
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Lösung: Alle Geraden durch denjenigen Punkt R der Strecke PQ, für den (PR( = 2((RQ( ist. Und durch denjenigen Punkt S der Halbgerade PQ, für den (PS( = 2((QS( gilt (s. Fig. 3a und 3b). 

Der Nachweis erfolgt analog zur Argumentation bei der Initialaufgabe. An die Stelle der Kongruenz tritt die Ähnlichkeit bzw. statt der Punktspiegelung verwenden wir eine zentrische Streckung.

Sechste Variation:  Gegeben sind zwei verschiedene Punkte P und Q im Raum. ...

Lösung: Wie in der ersten Variation, wobei nun allerdings die Parallelen zu g(P;Q) und die Geraden durch die Mitte M der Strecke PQ je eine dreidimensionale Schar bilden.

Selbstverständlich sind auch bereits erstellte Varianten geeignet, zu weiteren Variationen anzuregen (s. erste Variation). So könnte die sechste Variation veranlassen, nach Ebenen statt nach Geraden zu suchen, von denen die Ausgangspunkte gleichen Abstand haben. Ebenso lassen sich zwei Variationen durchaus kombinieren: Gegeben sind zwei verschiedene Geraden p und q. Gesucht sind alle Kreise, die von p und q gleichen Abstand haben.

Anregung:  Variieren sie weiter.

2  What if not

Es dürfte bereits deutlich sein, wie die vorgestellten Variationen (jedenfalls die ersten unter ihnen) erzeugt wurden: Die Begriffe, die in der Ausgangsaufgabe (im „Thema“, das zu variieren ist) vorkommen, sind einzeln abgeändert worden. Wir haben uns also einer Methode bedient, die man folgendermaßen charakterisieren könnte:

Versuche, möglichst jeden in der Aufgabe vorkommenden Begriff (jedes Wort) nacheinander sinnvoll abzuändern.

Sie geht auf die amerikanischen Kollegen Brown und Wolter zurück, die mit dieser „What-if-not-strategy“ im Rahmen ihrer Untersuchungen und Entwicklungen zum problem posing seit vielen Jahren auf allen Schulstufen gute Erfolge erzielen (s. Brown; Walter 1993). Auch unsere diesbezüglichen Erfahrungen sind ausgesprochen positiv. Vor allem jüngere Schülerinnen und Schüler, auch solche, die sonst eher zurückhaltend sind, variieren gern und durchaus erfolgreich, wenn man sie mit dieser „Einstiegsstrategie“ (für andere Strategien s.u.) bekannt gemacht hat. Bei älteren Schülern, Lehramtstudierenden und Lehrenden müssen zunächst gewisse Hemmungen überwunden werden, bevor auch sie merken, welches Potential in solchen Variationen steckt.  Bitte überzeugen Sie sich jetzt selbst von diesen Möglichkeiten.

Anregung: Lösen und variieren Sie folgende Aufgabe.

Addieren Sie drei aufeinanderfolgende natürliche Zahlen. Was fällt Ihnen auf?

Sie sollten mindestens fünf verschiedene Varianten finden. In unseren Versuchsklassen waren es meist über zehn!

3  Vorgehensweise

Für das konkrete Variieren im Unterricht empfehlen wir folgende (idealtypisch zu verstehende) Schritte:

( Vorgabe der Einstiegsaufgabe

( Lösen dieser Aufgabe, nach Möglichkeit auf mehreren Wegen

   Bis dahin verläuft der Unterricht durchaus traditionell. Unterschiedliche Lösungswege erhöhen erfahrungsgemäß die Variationsbreite.

( Aufforderung zum Variieren (ggf. unter Hinweis auf „What-if-not“)

( bewußt unkommentiertes Sammeln der Vorschläge 

Diese Phase des „brain-storming“ sollte nicht durch vorschnelle Kommentare der Lehrperson beeinträchtigt werden. Schülerreaktionen (insbesondere auf offensichtlich unsinnige oder triviale Beiträge) wird man zulassen, wenn sie nicht verletzend sind.

( gemeinsames Bewerten, Strukturieren und Ordnen der Vorschläge

Dies kann geschehen anhand von Fragen wie: Was ist unsinnig? Was ist leicht, schwer, zu schwierig für uns? Was folgt aus wem? Was machen wir zuerst? Was dann? Was heben wir uns bis zum Schluß auf? usw. Insofern war die obige Numerierung der Variationen nur technisch zu verstehen.

( Versuch des Lösens ausgewählter Vorschläge

Das ist in recht unterschiedlichen Sozialformen, insbesondere auch in Gruppenarbeit möglich und kann durchaus auch differenziert geschehen.

( Vorstellen der Lösungen

( evtl. weitere Variationsvorschläge

die sich aus dem bisherigen Variationsprozeß ergeben

( evtl. Gesamtdarstellung aller Bemühungen

insbesondere dann, wenn sie besonders erfolgreich gewesen sind und Außenwirkung haben können. Hierzu sollte man allerdings genügend Zeit geben (z.B. für eine Ausstellung, eine Projektwoche o.ä.).

Selbstverständlich mag eine Variationseinheit auch ganz anders verlaufen. Ist  z.B. eine Lerngruppe mit dem Variieren bereits vertraut, kann ein entsprechender Impuls, allgemein gefaßt oder schon mit einem konkreten Variationsvorschlag, durchaus von den Lernenden kommen. In diesem Falle ist zu entscheiden, wie man mit der Anregung umgeht (sofortiges Aufgreifen, (freiwillige) (mittelfristige) Hausaufgabe, individueller Auftrag o.ä.).

Das Variieren sollte sogar anders geplant werden, wenn in einer Lerngruppe gewisse Arbeitsvoraussetzungen (argumentieren, einander zuhören, sich über einen größeren Stundenabschnitt hinweg konzentrieren können) nicht oder noch nicht gegeben sind. Dann empfiehlt sich ein eher „sanfter“ Einstieg: Der Lehrer führt hin und wieder explizit eine einzelne Variation (nicht die zugehörige Lösung) vor und ermuntert schließlich seine Schüler, dies auch einmal zu tun. So kann man allmählich zu der ausgereiften Form (s.o.) hinfinden.
Anregung:  Wie würden Sie die Variation folgender Aufgabe vornehmen?

Gegeben ist ein Kreis k mit Punkt P. Bestimme die Tangente an k in P. 

4  Strategien

Die „What-if-not“-Strategie ist hilfreich für den Anfänger im Variieren. Mit der Zeit sollten jedoch weitere Strategien explizit gemacht und angewandt werden, insbesondere solche, die zur heuristischen Basisausstattung gehören und denen daher auch beim Problemlösen eine gewichtige Rolle zukommt.

Betrachten wir uns daraufhin noch einmal unser Beispiel in 1. In der dortigen ersten Variation haben wir 2 durch 3, später durch n ersetzt. Die zugehörigen Aktivitäten sind geringfügig ändern („wackeln“) bzw. verallgemeinern („weg-lassen“ (von Bedingungen)), zwei Vorgehensweisen, wie sie für die Mathematik ebenso häufig wie nützlich sind. Die zweite findet sich denn auch bei der zweiten Variation wieder. (Daß sie dort nicht viel einbrachte, ist nebensächlich. Keine Strategie kann an jeder Stelle erfolgreich sein.)

In der dritten Variation haben wir „Punkt“ in „Gerade“ abgeändert. Wir nennen eine solche Tätigkeit analogisieren („ersetzen“). Sie ist als Heurismus (Pro-blemlösungshilfe) ebenfalls wohlbekannt. Wir hätten sie durchaus auch im Frageteil der Ausgangsaufgabe verwenden können (Gerade ( Punkt). Dann hätte sich die Mittelsenkrechte m(P;Q) als Menge aller Punkte ergeben, die von P und Q gleichen Abstand (jetzt besser: gleiche Entfernung) haben. Selbstverständlich kann man beide Ersetzungen auch kombinieren:

Gegeben sind zwei verschiedene Geraden p und q. Gesucht ist die Menge aller Punkte, die von diesen beiden Geraden gleichen Abstand haben.

Lösung: Im Falle p (( q ist es die Mittelparallele, andernfalls sind es die beiden Halbierenden der entstehenden Schnittwinkel.

Auch in der vierten Variation wird analogisiert, in der fünften gewackelt (Ab-standsverhältnis 2:1 statt 1:1) und vielleicht auch verallgemeinert (Abstands-verhältnis m:n), was ohne weiteres möglich ist. Allgemein kann man sagen, daß die „What-if-not-Methode“ hauptsächlich zu Zahlenauswechslungen, Analoga und Verallgemeinerungen führt, andere Variationstypen hingegen vernachlässigt. Schon deshalb ist es wichtig, über sie hinauszukommen. Andererseits verhindert sie, daß darauflosphantasiert wird (s. 7.9).

In der sechsten Variation ändern wir den Kontext („Rahmen wechseln“). Statt in die Ebene betten wir das Problem in den Raum ein. (Übrigens: Durch diesen einfachen Vorgang, häufiger inszeniert, wäre es bereits möglich, der bekannten Vernachlässigung der räumlichen Geometrie und damit des räumlichen Denkens in der Mittelstufengeometrie wirksam entgegenzuarbeiten.)

Anregung:  Fallen Ihnen weitere Strategien ein? Könnte man sie im ausgeführten Beispiel anwenden?

Betrachten wir nun mit Blick auf einsetzbare Strategien ein 

5  Weiteres Beispiel

Aufgabe:  Ist jeder Stammbruch als Summe zweier Stammbrüche darstellbar?

Lösung:  Ja, denn  

 .

Erste Variation:  ... als Summe zweier verschiedener Stammbrüche ...?

Strategie:  Frage verbessern („interessant machen“)

(Antwort: Ja, denn 

 .) 
Zweite Variation: ... als Summe dreier (oder noch mehr) verschiedener Stammbrüche ...

Strategie:  iterieren („fortsetzen“)

(Antwort: Ja, z.B. 

 usw.)

Dritte Variation:  Ist die Summe zweier Stammbrüche stets wieder (ggf. nach Kürzen) ein Stammbruch?

Strategie:  umkehren („Denkrichtung wechseln“)

(Antwort: Nein, z.B. ist 

 .)

Vierte Variation: Ist das Produkt zweier Stammbrüche stets wieder ein Stamm-bruch?

Strategie:  analogisieren (gegenüber der zweiten Variation)

(Antwort: Trivialerweise ja!)

Fünfte Variation:  Ist jeder Stammbruch als Produkt zweier Stammbrüche darstellbar?

Strategie: analogisieren (gegenüber Initialaufgabe) bzw. zurückkehren (bzgl. der vorigen Variation)

(Antwort: Ja, z.B. 

, und wenn man diesen Trivialfall ausschließt (Frage verbessern): Ja, wenn n keine Primzahl ist, z.B. 

)

Sechste Variation: Ist jede Bruchzahl als Summe zweier Stammbrüche darstellbar?

Strategie:  verallgemeinern

(Antwort: Trivialerweise nein, denn eine solche Summe ist höchstens 2.)

Siebte Variation:  Ist jede Bruchzahl < 1 als Summe zweier Stammbrüche darstellbar?

Strategie: Frage verbessern

(Antwort: Nein, z.B. 

 nicht. Einer der Stammbrüche müßte 

 sein und 

.)

Achte Variation:  Ist jede Bruchzahl < 1 als Stammbruchsumme darstellbar?

Strategie: verallgemeinern

(Antwort: Selbstverständlich: 

 )
Neunte Variation:  Ist jede Bruchzahl < 1 als Summe von verschiedenen Stammbrüchen darstellbar?

Strategie:  kombinieren

(Antwort:  Ja, z.B. indem man sie sukzessive durch den jeweils größten Stammbruch ausschöpft. Beispiel: 

 .)

Zehnte Variation:  Ist eine solche Darstellung (bis auf Reihenfolge) eindeutig?

Strategie:  präzisieren („genauer machen“)

(Antwort: Nein, z.B. ist 

 .)

Elfte Variation:  Ist jede Bruchzahl als Differenz zweier Stammbrüche darstellbar?

Strategie:  analogisieren

(Antwort:  Nein, wegen 

 nur Brüche der Form 

 , z.B. 

 .

Erheblich leichter ist eine andere Analogie: ... als Quotient ...; denn es gilt 

.) 

Anregung:  Variieren Sie folgende Aufgabe unter bewußter Heranziehung von Strategien.

Zu zeigen ist, daß unter allen umfangsgleichen Rechtecken das Quadrat größten Inhalt hat.

6  Begründung

Welches ist das erkenntnisleitende Interesse unseres Forschungsansatzes? Dazu müssen wir etwas ausholen.

Mathematikunterricht sollte immer auch und nicht zuletzt problemlösender Unterricht sein. Diese unbestrittene Forderung leitet sich ab aus der geschichtlichen Entwicklung der Mathematik, die stets entlang von Initial- und Folgeproblemen geschah, aus dem gesellschaftlichen Auftrag der Schule, deren Absolventen die (an Zahl und Komplexität zunehmenden) Probleme der Gegenwart und Zukunft zu bewältigen haben, und vor allem aus der anthropologischen Charakterisierung des Menschen als biologisches und geistiges Wesen, das sich im Umgang mit Problemen bildet. „Alles Leben ist Problemlösen“ (Popper 1994).

Nun weiß man seit langem (s. z.B. Strunz 1968), daß erfolgreiches Problemlösen zwei polare dispositionale Voraussetzungen hat, nämlich kritisches und folgerichtiges Denken einerseits und Ideenreichtum und Beweglichkeit andererseits. Mit Blick auf die idealtypische Phasierung eines vollständigen Lösungsprozesses kann man sagen, daß die willensgesteuerte, angestrengte Komponente des produktiven Denkens vor allem in den Phasen der Lösungsversuche und der Lösungsausarbeitung zur Geltung kommt, während die spielerisch-kreative Komponente in den Phasen der Problemgenese und der Lösungsfindung wirksam wird.

Wer die Praxis des gegenwärtigen Mathematikunterrichts (sowie des Mathematikstudiums) kennt, der weiß, daß diese zweite Komponente  vernachlässigt wird. Die TIMS-Studie (s. Baumert et al. 1997 und 1999) und darin insbesondere die TIMS-Video-Studie (s. Blum; Neubrand 1998) haben gezeigt, daß die nur mittelmäßigen Mathematikleistungen deutscher Schülerinnen und Schüler u.a. auch auf eine zu starke Ausrichtung an Standardaufgaben bzw. -verfahren sowie auf mangelndem Umgang mit ungewohnten Fragestellungen oder gar mit wirklichen Problemen zurückgehen. Zwar befaßt sich unser Unterricht durchaus mit Aufgaben (so sehr daß die Kritik der „Aufgabendidaktik“ durch Lenné 1968 immer noch aktuell ist), darunter auch (allerdings schon seltener) mit Problemen, doch dienen diese häufig nur dazu, eine zu lernende Methode, einen hieb- und stichfesten Algorithmus einzuführen oder zu üben. Dann aber haben unorthodoxe, originelle oder auch nur ungewohnte Lösungen keinen Platz.

Noch mehr ist allerdings die heuristische und bildnerische Funktion der Phase der Problemgenerierung bedroht, und zwar einfach dadurch, daß die vielen Aufgaben des Mathematikunterrichts in der Regel solche der Lehrenden sind, direkt oder vermittelt über Schulbücher, Aufgabensammlungen und didaktische Literatur, so daß die Lernenden allenfalls reagieren können. Wer aber zustimmt, daß „Mathematikunterricht die Bereitschaft und die Fähigkeit zu schöpferischem Denken und Kreativität fördern soll“ (MNU 1988), schon deshalb, weil „Mathe-matik lebendiges und phantasievolles Handeln ist, das auf menschlicher Kreativität beruht“ (MNU 1998), der muß auch darüber nachdenken, wie Schüler an der Erzeugung von Aufgaben beteiligt werden können.

Daß es im täglichen Leben nicht nur darauf ankommt, fremdbestimmte Probleme zu lösen, sondern auch und vielleicht noch mehr darauf, sie zu adaptieren, zu reduzieren, weiterzuentwickeln, in einen Sinnzusammenhang einzupassen, von dort auf neue Fragen zu stoßen, und nicht zuletzt, auftauchende Probleme rechtzeitig zu erkennen und anzugehen, bedarf keiner Erwähnung.  

Es gibt eine didaktische Tradition, dieser Herausforderung durch offenen Unterricht zu begegnen, durch einen Unterricht also, der Problemfelder oder auch nur problemhaltige Situationen anbietet, aus denen die zu bearbeitenden Probleme allererst herausgelöst werden müssen. In der Praxis hat sich jedoch gezeigt, daß dieser Weg nicht wenige Schüler (und Lehrer) überfordert und jedenfalls viel Zeit kostet. 

Wir propagieren und erproben einen anderen Weg, nämlich über sich öffnende Probleme, bei dem erst nach Lösung eines vorgegebenen Initialproblems (das kann auch eine recht schlichte Aufgabe sein, wie unsere beiden Beispiele zeigen) eine allmähliche Erweiterung vollzogen wird, und zwar durch geeignetes Variieren der Ausgangskonstellation.

Wenn man weiß, daß die Behandlung offener Probleme allzuoft als „Trichter“ inszeniert wird (s. Voigt 1984), d.h. daß die anfängliche Offenheit („Was gibt es in Ägypten alles zu sehen?“) durch geschicktes Nachfragen des Lehrers und sorgsames Auswählen der eintreffenden Antworten immer mehr eingeschränkt wird, bis am Ende eine rigide Aufgabe („Wie berechnet man das Volumen einer Pyramide?“) steht, dann liegt es nahe, unser Vorgehen mit der Metapher des umgekehrten Trichters, der „Trompete“ oder noch besser der „Blüte“ zu kennzeichnen.

Anregung:  Können Sie weitere Fakten nennen, die für unseren Ansatz sprechen? Was läßt sich Ihrer Meinung und Erfahrung nach dagegen halten?

7  Vorzüge

7.1 Noch einmal sei betont, daß unser Ansatz die Chance bietet, Schüler aus der bloßen Reaktion auf vorgelegte Aufgaben (von Schulanfang bis zum Abitur sind es mehrere Tausend) heraus und zu eigenen Fragestellungen und Lösungsansätzen hinzuführen. 

Im Leben fragt derjenige, der etwas nicht weiß, und bekommt Antwort von jemandem, der es weiß. In der Schule ist es umgekehrt. Diese einigermaßen paradoxe Situation läßt sich nicht völlig vermeiden. Schule ist zwar auch schon Leben, soll aber vor allem Schule auf das Leben danach vorbereiten. Deshalb ist es wichtig, daß junge Menschen sachadäquat fragen und mit ihren Fragen sinnvoll umgehen lernen.

Um einem Mißverständnis vorzubeugen: Die gute, d.h. aktivitätsanregende Lehrerfrage wird durchaus nicht überflüssig, sondern bleibt bitter notwendig. Doch könnte so manche Gängelei, hervorgerufen durch kurzschrittige Fragesequenzen (das meinte Gaudig mit seiner vielzitierten „Despotie der Frage“) durch geeignete Variationseinheiten abgelöst werden.

Anregung:  Versuchen Sie, die üblichen Aufgabenplantagen zu den Binomischen Formeln zu ersetzen durch Variationen zu (a + b)²  (= a2 + 2ab + b2) .
7.2 Das Variieren eines Ausgangsproblems und seiner Lösungen führt zu einem weitaus stimmigeren Mathematikbild, als dies der traditionelle Unterricht tut.

Der vermittelt nolens volens den Eindruck, als sei die Mathematik eine Disziplin, die zu jeder Frage bereits die Antwort weiß und damit abgeschlossen ist. Insofern ist keineswegs bedauerlich, sondern geradezu vorteilhaft, daß man beim Variieren durchaus auf Fragen stoßen kann, deren Beantwortung für die Lerngruppe (noch) nicht möglich ist. 

Im ersten Beispiel wäre die Aufforderung, nachzuweisen, daß man wirklich alle Geraden (Punkte, Kreise) gefunden hat, eine Überforderung.

Im zweiten Beispiel ist die naheliegende Frage, ob jede Bruchzahl als Summe verschiedener Stammbrüche darstellbar ist, nicht zu bewältigen ohne die Kenntnis der Divergenz der harmonischen Reihe 

 . 

In anderen Fällen bietet sich eine differenzierte Beantwortung an, so etwa im ersten Beispiel bei der Frage nach der Menge der Punkte, die von zwei gegebenen Kreisen gleichen Abstand haben. 

Weiter gehört das Variieren einer erkannten oder vermuteten Tatsache zu den selbstverständlichen Aktivitäten eines forschenden Mathematikers. Wer variiert, treibt Mathematik.

Anregung:  Haben Sie bei der Anregung zu 5 auch die Aufgabe gefunden: ...umfangsgleichen Vierecken ... ?  Konnten Sie diese Variante lösen? Wie würde man im Unterricht vorgehen, wenn sie dort vorgeschlagen wird?

7.3  Walsch 1995 weist darauf hin, daß das beim Behandeln von Aufgabenfamilien (welche bei ihm allerdings noch vom Lehrer bereitgestellt und strukturiert werden) erforderliche „Variieren von Daten, Bedingungen und Fragestellungen dazu beitragen kann, die Grenzen monokausaler Sichtweisen zu überwinden und Ansätze zu einem mehr vernetzten Denken zu entwickeln“. So kann auch dem schon von Wagenschein 1968 gerügten, weil erdrückenden Turmcharakter der Schulmathematik vorgebeugt werden. Jedenfalls schafft Aufgabenvariation Verbindungen zu früherem Wissen (und gibt damit die Möglichkeit zu implizitem Wiederholen und Üben, also zu kumulativem Lernen (s. BLK 1997)), zu anderem Wissen (fächerübergreifende Bezüge) und zu (curricular) späterem Wissen, ohne dieses erschöpfend behandeln zu müssen.

Im ersten Beispiel etwa werden zahlreiche Begriffe und Fakten der frühen Elementargeometrie wieder aufgegriffen und benutzt. Daß dies im neuen Kontext geschieht, ist bekanntlich ein Vorteil, weil es neue Chancen bietet, dieses Wissen zu speichern.

Anregung:  Wo und was wird implizit geübt in unserem Stammbruchbeispiel (s. 5)? Unterscheiden Sie dabei das beispielbezogene vom algebraischen Vorgehen (Klasse 6 bzw. Klasse 8, 9).

7.4  Variieren ist kein Selbstzweck. Das Reflektieren über diese Tätigkeit und ihre Produkte gehört wesentlich dazu (s. 3). Ebenso das allmähliche Herausarbeiten wichtiger Strategien zum Variieren. Hierbei ist wichtig (und explizit zu machen), daß die meisten unter ihnen auch beim Problemlösen hilfreich sein können. Schon Polya , der Altmeister der mathematischen Heuristik, nimmt die Anregung „Kennst Du eine verwandte Aufgabe?“ in seinen berühmten Fragenkatalog auf (Polya 1949). Und er stößt nach: „Versuche zuerst eine verwandte Aufgabe zu lösen! Kannst Du Dir eine zugänglichere verwandte Aufgabe denken?“

Beispiel:  Ein Parallelogramm soll von einer Ecke her durch 2 Geraden in 3 inhaltsgleiche Teilfläche zerlegt werden. 

Hier wäre die Abänderung „Versuche zunächst eine Halbierung oder Viertelung!“ oder auch "„Wie könntest Du die Fläche auf andere Weise dritteln?“ ganz gewiß eine große Hilfe gewesen (s. Fig.4a und 4b).
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Anregung:  Variieren Sie die voranstehende Aufgabe.
7.5  Weiterdenken nach einer Lösung (statt Übergehen zur nächsten fremdgestellten Aufgabe) macht oftmals den neuen Sachverhalt und mehr noch dessen Bedeutung und Grenzen erst wirklich einsichtig. Das aber ist wesentlich: „Auf-gabe des Fachunterrichts im offiziellen Bildungssystems sollte heute nicht nur und nicht in erster Linie das Heranführen an bestimmtes Wissen sein, ..., sondern die Entwicklung eines reflektierten, realistischen Verhältnisses zum jeweiligen Wissen.“ (Fischer 1984, S.52) Einmal mehr wird man an das musikalische Variieren erinnert, wo sich ein Thema nach einigen Variationen anders, vielschichtiger anhört.

Beispiel:  Der bekannte Irrationalitätsbeweis für 

 bleibt äußerlich, angelernt und jedenfalls isoliert, wenn er nicht - durch Variation - ausgedehnt wird auf 

 und wenn nicht deutlich wird, wo und warum er bei 

 versagt.

7.6  Indem wir die Lernenden an der Bewertung und Strukturierung der gesammelten Varianten und an der Auswahl der näher zu verfolgenden „Sammel-stücke“ beteiligen, arbeiten wir mittel- und langfristig auch an ihrer Sensibilität für mathematische Qualität, für Peripheres, Hilfreiches und Zentrales, kurz: an ihrem mathematischem Geschmack. In einem Unterricht, in dem alle Anregungen und Fragestellungen vom Lehrer ausgehen, ist alles gleich wichtig und damit gleich unwichtig. 

7.7  Eine wesentliche Komponente des schulischen Allgemeinbildungskonzepts ist nach Heymann 1996 die Stärkung des Schüler-Ichs. Er fügt hinzu: „Die angestrebte Ich-Stärkung der Schüler hat zur Voraussetzung, daß ihnen hinreichend Gelegenheit zur Entfaltung ihrer Phantasie und Kreativität gegeben wird.“ Erfolgt diese Stärkung nur auf der Basis kurzfristig eintrainierter und gleich und in gleicher Weise abgeprüfter Standardverfahren bzw. -aufgaben, ist die große Gefahr der (irgendwann offenkundig werdenden) Selbsttäuschung gegeben. Die Aufgabenvariation kann ein Mittel sein, aus dem Ritual des Gebens und Nehmens auszubrechen, jeder nach seiner Façon, der eine vorsichtig, die andere mutig, die eine eher schwierigkeitsorientiert, der andere mehr spielerisch und angetan von den gebotenen Möglichkeiten. Wichtig, ja entscheidend bleibt jedoch das in 6 erwähnte Zusammenspiel von Gründlichkeit und Beweglichkeit.

Wie unterschiedlich weit sich Variationen vom „Thema“ entfernen können (wiederum wie in der Musik), mag das folgende Beispiel zeigen:

Wie läßt sich ein Ursprungskreis analytisch charakterisieren?

Lösung: Als {P(x;y)( x2 + y2 = r2} oder kurz x2 + y2 = r2 (mit r ( (+) .

Sich anbietende Variationen:

Wie läßt sich eine Nichtursprungskreis charakterisieren?

Läßt sich ein Ursprungskreis noch anders charakterisieren? Elementargeometrisch? Als Funktionsgraph? Als Vereinigung von Funktionsgraphen? Mit Polarkoordinaten? Als Parameterfunktion?

Naheliegende Variationen:

Wie läßt sich eine Tangente an einen Ursprungskreis charakterisieren?

Wie eine Ellipse?

Welche Punktmenge verbirgt sich hinter x2 ( y2 = r2 ? Hinter x2 ( y2 = r2  und hinter x2 : y2 = r2 ?

Ungewöhnliche Variationen:

Was für eine Punktmenge wird durch x3 + y3 = r3  dargestellt? Kann man sie noch anders darstellen? Welche Eigenschaften hat sie?

Wie sieht die Schar xn + yn = rn aus? Welche Eigenschaften hat sie?

(Fig.4 zeigt dazu ein leicht zu erstellendes Computerbild.)

Was ergibt sich für x-1 + y-1  = r-1 ?  Für

? Für [x] + [y] = [r] ? Allgemein für f(x) + f(y) = f(r), wobei f für irgendeine Funktion steht?
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      Fig.5

7.8  Es ist eine Binsenweisheit, daß man zur Lösung eigener Fragen mehr motiviert ist als zur Replik auf Fragen dessen, der die Antwort schon kennt. So hat die Frage eines Schülers, wie man ein Trapez mit a (( c aus seinen vier Seitenlängen konstruieren könne (als Reaktion auf die Aufforderung, sich selbst Aufgaben zur Trapezkonstruktion zu bilden), den Autor und seine Klasse vor vielen Jahren eine Unterrichtsstunde lang und noch zuhause beschäftigt.

Vielleicht kann auf solche Weise sogar eine Haltung gegenüber der Mathematik geweckt und gefördert werden, die wertvoller ist als die bloß einleitende und daher kurzfristige Motivation: das verweilende Interesse am Fach (nach Herbart sogar das Ziel eines jeden Unterrichts), hier besonders an dessen Fragestellungen und Lösungswegen. 

Die bisher genannten Qualitäten gelten auch für den o.a. durchgängig offenen Unterricht (wenn er zustandekommt). Es folgen nun besondere Vorzüge unseres Ansatzes des allmählichen Öffnens.

7.9  Der feste Anfang in Gestalt einer vorgegebenen Einstiegsaufgabe gibt dem freien Variieren einen verbindlichen Rahmen. Das erscheint wichtig angesichts modischer Bestrebungen, mangelndes kognitives Vermögen oder Engagement durch bloße Phantasie zu ersetzen (und damit unerfüllbare Hoffnungen zu wecken). Thomas Mann: „Phantasie haben heißt nicht, sich irgendetwas ausdenken, sondern aus den Dingen etwas machen.“ Vor einem Mißbrauch des Kreativitätsbegriffes hat neuerdings auch Hentig 1998 gewarnt. Noch einmal: Gründlichkeit und Beweglichkeit, geistige Zucht (Kerschensteiner) und Esprit müssen einander ergänzen und befruchten, um wirkliche Leistungen zu erbringen.

7.10  Unser Ansatz ist lehrplanverträglich, d.h. er setzt keine neuen Curriculuminhalte voraus, sondern kann sich jederzeit und überall entfalten, über alle Schulformen und Schulstufen hinweg. Das ist angesichts immer noch rigider Lehrpläne höchst wichtig.

Diese Unabhängigkeit vom Lehrstoff macht es möglich, bei einer Lerngruppe mittel- und langfristig Fortschritte im Variieren zu erzielen, insbesondere im Hinblick auf den Erwerb und den Nutzen wichtiger heuristischer Strategien.  Das darf keineswegs geballt oder gar ritualisiert erfolgen. Variieren ist kein Allheilmittel; es ist nur eine unter mehreren möglichen Maßnahmen zur Steigerung der Aufgabenkultur (allerdings eine, die bisher zu wenig beachtet wurde). Beileibe nicht alle Aufgaben sollten variiert werden, nicht einmal sehr viele. Wichtiger ist die Vielfalt und die Intensität der Variationen sowie der Arbeit an ihnen - und daß diese Aktivitäten bewußt und reflektiert geschehen.

Beispiel:  Sie haben mit Ihrer Klasse den Satz erarbeitet, daß die Mittelsenkrechten eines Dreiecks genau einen gemeinsamen Punkt haben. Nun lassen sie variieren.

Dabei ergeben sich Resultate, die man ohnehin hätte erwerben müssen, z.B. daß auch die Winkel- und die Seitenhalbierenden und die Höhengeraden kopunktal sind, man trifft auf Analoga beim Viereck und dessen Sonderfällen (z.B. daß die Mittelsenkrechten beim Parallelogramm wiederum ein Parallelogramm bilden, die Winkelhalbierenden sogar ein Rechteck), womit man Teile der Viereckslehre vorausnimmt, und man erwirbt Einsichten, an denen man anders vorbeigegangen wäre, z.B. daß die „Drittelsenkrechten“ eines Dreiecks ein Dreieck mit paarweise gleichen Winkeln einschließen oder daß die Mittelsenkrechtenebenen der Kanten eines Tetraeders einen gemeinsamen Punkt (den Mittelpunkt der Umkugel) haben.

7.11  Unser Vorgehen ist aufgabenunabhängig. Keineswegs ist es an Probleme gebunden, die über traditionelle Aufgaben in irgendeiner Weise hinausragen. Grundsätzlich kann jede Aufgabe variiert werden (was natürlich nicht heißt, daß dies geschehen sollte (s.o.), und auch nicht, daß alle Aufgaben gleich ergiebig sind), ja manche Plantagenaufgabe bekommt so im Nachhinein erst ihren Sinn. Schülern empfehlen wir denn auch das Variieren gerade solcher Aufgaben als angenehme und hilfreiche Abwechslung beim individuellen Üben (etwa vor der Klassenarbeit).

Beispiel:  Ist  1003 durch 7 teilbar? (Lösung: nein)

Welches ist der Rest? Welche zu 1003 nächste Zahl ist durch 7 teilbar? Wodurch ist 1003 teilbar? Wie erkennt man die durch 7 teilbaren Zahlen möglichst schnell? Welches Vielfache von 1003 ist durch 7 ganz sicher teilbar? Hilft der Taschenrechner bei unserer Aufgabe? Gibt es eine alltägliche Situation, in der man eine solche Aufgabe lösen muß?

Anregung:  Schlagen Sie zufällig eine Schulbuchseite auf und greifen Sie dort zufällig eine Aufgabe heraus. Variieren Sie diese Aufgabe. (Nicht schummeln!)

7.12  Es besteht keinerlei Erfolgszwang. Fällt eine Lehreranregung zum Variieren nicht auf fruchtbaren Boden, so ist dies kein Beinbruch. Man gehe einfach weiter.

Andererseits heißt es in einer variationserfahrenen Klasse genügend offen sein für unvermittelte Anregungen von Schülerseite (s.o.). Sie bleiben nicht aus. 

8  Kritik

Wir haben unseren Ansatz vielen Kolleginnen und Kollegen aus Schule und Hochschule vorgestellt. Die Reaktion war durchweg positiv. Doch gab es drei Einwände, die hin und wieder geäußert wurden.

8.1  „Das ist nicht neu! Ein erfahrener Lehrer hat immer schon variiert.“

Sicher richtig. Aber: Es war eben der Lehrer, der - aus unterschiedlichen Gründen - gewisse Varianten einer Ausgangskonstellation in seine Planung aufnahm. Seine Schüler durften diese Varianten lediglich lösen, womit sie schließlich doch wie linear gefügte Aufgaben wirkten. 

Für unsere Projektintention genügt das nicht. Ganz entscheidend ist hier, wer variiert, wer dazu hilfreiche Strategien verwendet und wer die gesammelten Anstöße und Fragen bewertet, strukturiert und selektiert. Und daß die Chance besteht, sich mitten im Normalcurriculum via Selbstregulation (s.u.) ein kleines Forschungsfeld einzurichten.

Das unterscheidet unsere Bemühungen denn auch von Anregungen, wie sie in der mathematikdidaktischen Literatur nachzulesen sind (s. Schupp 1999), z.B. vom Denken in Aufgabenfamilien (s. Walsch 1995) oder vom Prinzip der operativen Durchdringung einer Unterrichtseinheit (s. Fricke 1969). Am nächsten stehen ihnen zweifellos die Arbeiten von Weth (z.B. Weth 1999) zur kreativen Begriffsbildung.

8.2  „Das Variieren betont allzu sehr die spielerische Seite der Mathematik. Ihre weltaufschließende Funktion kommt zu kurz.“

Unsere bisherigen Beispiele scheinen diesen Vorwurf zu bestätigen. Deshalb nun ein weiteres, welches zeigen soll, daß er unberechtigt ist, ja daß das Variieren geeignet ist, die Umweltbezogenheit einer Aufgabe wirklich auszuschöpfen.

Beispiel:  Nach Berechnungen der UN hat die Erdbevölkerung am 12. Oktober 1999 die 6-Milliarden-Grenze erreicht. Gegenwärtig kommen jährlich etwa 1,3 % dazu. Wie viele Menschen werden in 10 Jahren leben?

Lösung: 6(1,01310 = 6,82...  (knapp 7 Milliarden Menschen)

Variationen:

Wie viele Menschen werden in 50 Jahren leben? 

Wann werden 10 Milliarden Menschen leben?

Wann wird sich die Menschheit verdoppelt haben?

Wie viele Menschen kommen in einem Jahr, an einem Tag, in einer Sekunde dazu?

Wann wird jeder Mensch nur noch 1 m2 Platz auf der Erde haben?

Vor wieviel Jahren haben 2 Milliarden Menschen gelebt?

Wann haben Adam und Eva gelebt?

Kann das alles denn stimmen? 

Was muß an der Einstiegsaufgabe und den Variationen geändert werden?

Wie entwickelte sich Weltbevölkerung in den letzten Jahren wirklich? Wie bekommt man einschlägige Informationen?

Wie ist das in Deutschland, in den Industrieländern, in China, in der dritten Welt?

Wie könnte, wie sollte die Weltbevölkerung sich in Zukunft entwickeln?

Sind noch andere Modelle (als das konstante prozentuale Wachstum) denkbar?

8.3  „Das ist nur was für gute Schüler.“

Unsere Erfahrungen sprechen dagegen. Selbstverständlich gibt es Schüler (an beiden Enden der Leistungsskala), deren Kompetenz und Verhalten sich beim und nach dem Variieren nicht signifikant ändert. Aber es gibt auch den bloßen Imitator, der jetzt zurücktritt, weil er (vielleicht zum ersten Mal) nicht mehr nachmachen, sondern machen soll. Vor allem aber gibt es bisher recht stille Ideenproduzenten, deren Esprit nun gefragt ist und die jetzt wichtige Beiträge liefern.

Sicher wird der Mathematikunterricht in solchen Variationsstunden anspruchsvoller. Aber muß er dies nicht endlich werden? Übrigens haben mehrere Befragungen erbracht, daß fast alle unsere Schüler diesen „anderen Unterricht“ durchaus interessant finden und mögen.

8.4  „Das unbeschränkte Sammeln von möglichen Variationen birgt die Gefahr der Beliebigkeit.“

Ein Kollege hielt unseren Ansatz gar für typisch postmodern: anything goes. Und mehrere Kollegen meinten, die Schüler würden sich ein Gaudium daraus machen, die neueste Marotte ihres Lehrers mit mehr oder minder unsinnigen Vorschlägen zu befriedigen.

Tatsächlich haben wir bei unseren Erprobungen solche Entgleisungen kein einziges Mal erlebt. Im Gegenteil: Die betroffenen Schülerinnen und Schüler waren in sämtlichen Phasen einer Variation (s. 3) mit Ernst und Eifer dabei. Nachträgliche Befragungen ergaben, daß sie diese für sie neue Form des Mathematiktreibens nicht nur akzeptieren, sondern begrüßen, auch wenn sie durchaus sehen, daß sie recht anspruchsvoll sein kann.

Zur Beliebigkeit: Es ist doch gerade die anfängliche Unordnung und unterschiedliche Qualität der Sammelstücke, die dazu auffordert, sie zu vergleichen, zu bewerten, teilweise abzulehnen, zurückzustellen, zu bevorzugen, anzugehen, und nicht zuletzt auch die benutzten Strategien offenzulegen. Nicht das Variieren allein, erst die zugehörigen kognitiven und metakognitiven Aktivitäten rechtfertigen die investierte Zeit. BLK 1997, S.13: „Teil einer zukunftsfähigen Allgemeinbildung sind ... Fähigkeiten der Selbstorganisation und Selbstregulation des Lernens einschließlich der Bereitschaft, selbständig weiterzulernen ... . Das Konzept der metakognitiven Kompetenzen und Lernstrategien ... schließt insbesondere jene Erwerbs- und metakognitiven Überwachungsstrategien ein, die auf ein tiefes Verstehen des Gelernten zielen.“
Anregung:  Wie stehen Sie zu den genannten Kritikpunkten? Welche würden Sie hinzufügen?

9  Probleme
Wir wollen abschließend auf einige Schwierigkeiten eingehen, wie sie sich tatsächlich im Verlaufe unserer nun dreijährigen Planungen und Erprobungen ergeben haben.

9.1  Wenn Variationen auch mittel- und langfristig von den Schülern als ernsthafte Mathematik akzeptiert werden sollen, müssen sie eingebunden werden in die üblichen Formen der schulischen Leistungsüberprüfung, insbesondere in Klassenarbeiten. Wie soll das geschehen? Insbesondere: Wie sind solche Variationen und der Umgang mit ihnen zu bewerten? Welche Rolle spielen dabei Anzahl und Art der Variationen sowie der Lösungsversuche? Wie sollen unsinnige oder triviale Varianten ins Gewicht fallen?

Hierüber wissen wir noch recht wenig.

9.2  Es liegen uns zahlreiche Erfahrungsberichte über einmalige Variationen vor. Noch einmal: Sie sind höchst ermutigend. Der so wichtige Übergang von „What-if-not“ zu heuristischen Grundstrategien kann jedoch nur eintreten, wenn in einer Lerngruppe häufiger variiert und schließlich auch über das Variieren selbst nachgedacht wird. Das ist bisher noch zu selten geschehen.

Aus dem gleichen Grunde sind wir auch beim Testen mancher unserer Forschungshypothesen (dazu mehr in Schupp 2002) wenig vorangekommen. Aussagen wie 

„Nach einiger Zeit schlagen die Lernenden auch unaufgefordert Aufgabenvariationen vor, insbesondere, wenn es gelingt, die wichtigsten Variationsstrategien explizit und für den sonstigen Mathematikunterricht dienstbar zu machen.“

oder

„Die Konstruktion eigener Aufgaben und ihre Bearbeitung verändert ... das mathematische Weltbild der Lernenden (auch ihr Lehrerbild) und macht sie der Mathematik gegenüber selbstsicherer, im Mathematikunterricht aktiver. Das betrifft sie alle, auch die leistungsschwächeren unter ihnen.“

sind eben nur mittel- und langfristig zu bestätigen bzw. zu falsifizieren.

9.3  Daß unsere bisherigen Unterrichtserfahrungen erst ganz allmählich einigermaßen repräsentativ wurden, hängt damit zusammen, daß diejenigen Kolleginnen und Kollegen, die sich zur erprobenden Mitarbeit entschlossen haben, nicht immer so vorankommen sind, wie sie und wir gedacht hatten. 

Das liegt einmal an den zahlreichen und sich leider ständig verstärkenden, fast immer innovationshemmenden Regularien bzw. Beeinträchtigungen des Schul-alltags (z.B. den übervollen und rigiden Lehrplänen) und der daraus erwachsen Zeitnot. Es liegt aber auch an einer gewissen Scheu mancher Kolleginnen und Kollegen, sich in diese für sie so ganz andere Unterrichtssituation hineinzubegeben, die nicht im traditionellen Sinne planbar ist, zahlreiche ad-hoc-Entscheidungen erfordert und vor allem das gewohnte Lehrer-Schüler-Verhältnis mit seinen eingeübten Verhaltensmustern in nicht geringem Maße ändert. 

Was konnte man dagegen tun?

Wir boten in unserem Projektpapier an, daß Mitglieder des Projektstabes mit einer Lerngruppe vor Ort variieren. Dieses Angebot wurde recht selten genutzt, hat aber stets befruchtende Wirkung gehabt. So mancher Kollege hat seine Klasse kaum wiedererkannt.

Weiterhin sind wir der Überzeugung, daß die „Aufgabenvariation“ zum selbstverständlichen didaktisch-methodischen Rüstzeug eines Mathematiklehrers gehört und daher schon in dessen Ausbildung einen festen Platz einnehmen sollte. Deshalb haben wir mit mehreren Studienseminaren zusammengearbeitet und lassen längst auch unsere Lehramtskandidaten in deren Übungsphasen variieren.

Die o.a. (meist uneingestandene) Risikoscheu mancher Kollegen wird verständlich, wenn man bedenkt, daß die Hochschule das schulübliche bloße Reagieren auf vorgelegte Aufgaben nicht nur fortsetzt, sondern sogar noch verstärkt. Ein Großteil der Qualifikationen des späteren Mathematiklehrers besteht aus dem Lösen von Übungs- und Klausuraufgaben. So entsteht ein Zirkel, aus dem auszubrechen umso schwerer fällt, je länger man sich schon darin befindet. 

Mehrfach haben wir in den Veranstaltungen an unserer Hochschule die Übungs-teilnehmer in zwei Gruppen eingeteilt, von denen die eine auf gewohnte Weise die ausgegebenen Übungsblätter behandelte, während die andere pro Übungsstunde nur eine Übungsaufgabe löste und diese dann variierte. In der Semestermitte wurde gewechselt. Bei der abschließenden Befragung bevorzugte die Hälfte der Teilnehmer das Variieren, während sich die andere Hälfte für den erlebten Wechsel aussprach. 

Anregung:  a) Im Verlaufe der Vorlesung „Aufbau des Zahlensystems“ wurde u.a. die Aussage variiert „Jede Menge natürlicher Zahlen enthält eine kleinste.“ Variieren Sie mit.

b) Ebenso wurde die Dezimaldarstellung hinterfragt. Ein Student schlug als Basis -10 vor. Allgemeines Gelächter. Nach einer Woche zeigte er uns, daß eine solche Darstellung nicht nur möglich ist, sondern auch fast alle schriftlichen Rechenformen ermöglicht und darüber hinaus sogar den Vorteil hat, bei ganzen Zahlen ohne Vorzeichen auszukommen. Versuchen Sie, seine Ergebnisse nachzuvollziehen.

Anonyme Studentin (in der schriftlichen Befragung): „Bisher hat man mir nur fertige Mathematik vorgesetzt oder höchstens erzählt, wie sie entsteht. Jetzt war ich endlich dabei.“

Sollten wir nicht auch unseren Schülern diese Chance bieten?

Wenn Sie eigene Unterrichtsversuche zum Variieren durchführen, sollten Sie uns Ihre Planungen und Erfahrungen nicht vorbehalten. Bitte informieren Sie

Hans Schupp

dienstlich: Universität des Saarlandes          privat:  Grumbachtalweg 50

                  Fachrichtung 6.1: Mathematik                66121 Saarbrücken


        Postfach 15 11 50                                    Tel.: 0681 / 894834

                  66041 Saarbrücken                                  Fax:
0681 / 8910998

                  Tel.: 0681 / 302 6636                              e-mail: hansschupp@gmx.de

                  Fax: 0681 / 302 4443

                  e-mail: schupp(math.uni-sb.de
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